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L’Cvaluation dynamique permet de calculer avcc des nombres algkbriques sans factoriser 
a priori les polynames. Elle permet aussi de manipuler des paramktres de faGon souple et 
conviviale. Le but de cet article est le suivant: Expliquer le mtcanismc d%valuation dynamique, 
qui repose sur les notions d’ensemble dynamique et de scindage. P&enter son application au 
calcul avec des nombres algbbriques, c’est-$-dire dtfinir la cl6ture algCbrique dynamique d’un 
corps. D&ire le programme Axiom qui implante cela, et en fournir un mode d’emploi (seul ce 
dernier point nCcessite de connaitre Axiom). On dicrit ici l’tvaluation dynamique sans rCf&rence 
$ la thCorie des esquisses, mais la prksentation proposte, moins rigoureuse, peut &tre considCr&e 
comme plus accessible. 
Abstract 
Dynamic evaluation allows to compute with algebraic numbers without factorizing poly- 
nomials. It also allows to manipulate “parameters” in a flexible and user-friendly way. The aim 
of this paper is the following: Explain what is dynamic evaluation, with its basic notions of 
dynamic set and splitting. Present its application to computations involving algebraic numbers, 
which amounts to defining the dynamic algebraic closure of a field. Describe the Axiom 
program which implements this, and give a user guide for it (only this last point assumes ome 
knowledge of Axiom) Dynamic evaluation is described here without any reference to sketch 
theory, however our presentation, less rigourous, may be considered as more accessible. 
0. Introduction 
Le but de cet article est le suivant: 
expliquer le mkanisme d’evaluation dynamique dans un cadre gCnCra1, sans utiliser 
la thtorie des esquisses, 
prksenter une faGon de l’appliquer au calcul avec des nombres algkbriques, 
et dkcrire le programme Axiom qui implante cela. 
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La premiere section decrit le principe de l’evluation dynamique. Les deux notions 
fondamentales d’ensemble dynamique et de scindage sont dtfinis a la Section 2. Nous 
definissons aussi les ensembles dynamiques tructures (Section 3), les clauses (Section 4) 
et les ensembles dynamiques avec niveau (Section 5). 
La Section 6 definit l’ensemble dynamique (structure et avec niveau) qui nous 
interesse ici: la cloture algebrique dynamique d’un corps. Puis la Section 7 decrit le 
programme Axiom qui implante les mecanismes gentraux de l’evaluation dynamique 
et la cloture algtbrique dynamique. 
Enfin un appendice fournit le mode d’emploi de ce programme. 
Seules la section 7 et l’appendice necessitent de connaitre Axiom (voir [S]). 
L’appendice peut etre lu indtpendamment du reste. 
En fait, pour definir convenablement l’evaluation dynamique, on doit utiliser la 
thkorie des esquisses, voir [S]. Mais un des buts de cet article est de decrire l’evaluation 
dynamique independamment de toute reference xplicite aux esquisses, m&me si cela 
implique quelques lourdeurs et approximations. 
Cet article fait suite a un travail d’implantation en Scratchpad avec C. Dicrescenzo, 
puis en Axiom, voir Cl, 271. Ce travail vient d’etre complete par l’implantation de la 
“cloture constructible” d’un corps en Axiom [6]. Citons aussi une implantation du 
“corps premier de caracttristique arbitraire” en Scratchpad [3], et le travail en tours 
sur l’implantation de la cloture algtbrique reelle d’un corps ordonne [4]. La notion 
d”‘extension algtbrique simple” d’un corps n’a pas ttb systematiquement implantee n 
tant que telle. En effet la notion de cloture algebrique est beaucoup plus interessante 
pour les applications. 
L’tvaluation dynamique permet de calculer avec des nombres algebriques ans 
factoriser a priori les polynomes. Elle permet aussi de manipuler des parametres de 
facon souple et conviviale [6]. 
Ce travail doit beaucoup a Claire Discrescenzo et Teresa Gomez Diaz, je les en 
remercie. 
1. Principe de l’bvaluation dynamique 
L’baluation dynamique est un procede de calcul qui permet d’executer un pro- 
gramme meme lorsque plusieurs reponses ont possibles a certaines des questions qui 
apparaissent dans ce programme. On peut le voir comme une generalisation et une 
automatisation du processus ndif de “discussion en fonction des valeurs de par- 
ametres”. On peut aussi le justifier et le dtcrire de facon precise dans le cadre de la 
theorie des esquisses (voir [S]). 
Les situations dans lesquelles une question peut avoir plusieurs reponses sont 
des situations comportant un certain “flou”. Elles peuvent etre au moins de deux 
sortes: 
l Situation de “flou involontaire” mais inevitable: par exemple, lorsqu’on calcule 
dans une structure dans laquelle l’egalite est indecidable. 
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C’est le cas des nombres reels decrits par un algorithme permettant de calculer 
autant de chiffres significatifs qu’on le souhaite dans leur developpement decimal. Si 
deux nombres sont don&s par des algorithmes differents et que toutes les dtcimales 
qu’on a calculees coincident, alors on ne sait pas s’ils sont tgaux. On peut alors 
(“a tout hasard”) continuer les calculs dans las deux cas, sachant que l’un d’entre 
eux (mais on ignore lequel) est “bon” et l’autre “mauvais”. 
l Situation de “flou volontaire” et control& on calcule dans plusieurs ensembles 
simultantment. Par exemple on calcule avec des expressions qui font intervenir 
un parametre complexe, et on veut connaitre la response pour toutes les valeurs 
de ce parametre. Alors deux nombres peuvent &tre tgaux pour certaines valeurs 
du parametre, et differents pour les autres valeurs. Pour obtenir un resultat 
complet, il faut alors continuer les calculs dans les deux cas, chacun des deux est 
“bon”. 
Jusqu’ici les implantations rtalisees correspondent ades exemples de la seconde sorte, 
et pour simplifier, nous nous placcons dtsormais dans ce cas. 
Par exemple pour calculer le rang de la matrice (f, y), on souhaite pouvoir utiliser un 
programme de calcul de rang “ordinaire”, c’est-a-dire Ccrit pour &tre utilise sans 
parametres, et cependant obtenir une rtponse du genre: 
1 sia’-l=O, 
2 sia2-1 #O. 
Toujours pour simplifier, nous supposons que toute question n’a que deux reponses 
possibles: urai ou faux. I1 est tres facile de generaliser. Dans les applications de 
l’tvaluation dynamique implantees jusqu’ici, toutes les questions sont des tests 
d’tgalite ou des tests de signe. 
Lorsque, lors d’un calcul, on rencontre une question a laquelle les deux reponses 
urai et .faux sont possibles, on effectue un scindage. On dit que les calculs se font dans 
un certain cus C avant la question Q, et qu’ils se poursuivent dans deux cas plus fins 
apres le test, le premier (resp. le second) de ces nouveaux cas etant caracttrise comme 
“le cas C avec le renseignement que la reponse a Q est faux (resp. est urai)“. 
2. Ensembles dynamiques 
Un ensemble dynamique permet de calculer simultanement dans toute une famille 
d’ensembles. L’idte sous-jacente a la notion d’ensemble dynamique est que, en 
calculant dans un certain ensemble de “termes”, on peut obtenir, via certaines 
applications ou “interpretations”, un resultat valable dans toute une famille d’en- 
sembles appelb “modeles”. 
11 est important de noter que, pour l’utilisateur, c’est la famille de modeles qui 
importe. Les termes et les interpretations ne sont que des outils permettant de calculer 
simultanement dans tous les modeles. 
Bien stir, en general, des qu’une question a differentes reponses dans differents 
modbles, on ne parvient plus a calculer simultantment dans tous les modeles. Malgre 
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tout, on peut encore tviter de considtrer chaque modble stpartment, grdce g la notion 
de “scindage”. 
Cela amkne ti introduire diffkrents “cas”, c’est-g-dire diffkrentes rkgles de calcul sur 
les termes: le “cas initial” est “scindt” en plusieurs “cas plus fins” lorsque le calcul 
l’impose, ces cas eux-memes ont kventuellement scindts B nouveau en cas de besoin, 
etc. Le passage d’un cas d un cas plus fin est un “raffinement”. L’ensemble des 
cas possibles, avec les raffinements, forme un graphe de forme particulikre. 
On peut y ajouter les interprktations et considher les modbles comme les feuilles de ce 
graphe. 
11 s’ensuit qu’un ensemble dynamique est quelque chose d’assez complexe: il 
comporte plusieurs ensembles, et plusieurs applications entre ces ensembles. 
De plus, comme tout ensemble, il est muni d’un test d’CtgalitC. Mais cette kgalitt est 
elle aussi assez complexe g dtfinir. C’est pourquoi nous pro&dons en deux temps: 
Nous dkfinissons d’abord les “objets” dynamiques, en suivant la terminologie 
d’Axiom, pour lequel un “objet” est, en gros, un ensemble sur lequel on ne sait pas 
tester l’egalitk. Sur un object dynamique il n’y a pas forckment d’kgalitk. Ensuite nous 
dtfinissons les ensembles dynamiques g proprement parler. 
2.1. Objets dynamiques 
DCfinition. Un object dynamique E est un graphe orient6 dont les sommets ont des 
ensembles et les flkches des applications entre ces ensembles et qui vkrifie les 
propriCtCs uivantes: 
l Pour tout sommet C, il y a une unique f&he de C dans C, et c’est l’identitt de C. 
l S’il y a une flkche f: C + C’ et une flkche f’ : C’ + C”, alors la composke g = f’ 0 f est 
une flbche g : C + C” de E. 
l Etant don&s deux sommets C et C’, il y a au plus une f&he de C vers C’, 
l La relation not&e I sur les sommets de E, dkfinie par: 
C I C’ si et seulement si il existe une f&he de C vers C 
est une relation d’ordre admettant un plus petit tltment. 
Terminologie. Considkrons maintenant un objet dynamique E fix& 
l Les sommets maximaux pour l’ordre I sont appeks les modiles de E. 
l Les autres sommets sont appelks les cas de E. 
l En particulier, le sommet minimal pour < est appeke le cas initial de E. 
l Un modkle d’un cas C est un modble M de E tel que C I M. 
0 Un cas C’ est plus Jin qu’un cas C si C I c’. 
l Les flbches de E ayant pour source un cas C et pour but un modkle M sont appekes 
les interprhtations de C. 
l Les flkhes de E ayant pour source un cas C et pour but un cas C’ sont appelkes les 
rafJinements de C. 
Une flbche f: C -+ C’ est dite indbcomposable si C # C’ et s’il n’existe aucun sommet 
C” tel que C < c” < C’. Toute &he est composte de flkches indkomposables, mais en 
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Q[X]/(X’-X2-2X+ 2) QWlAX’- 1) Q[X]/(X’+X’-2X- 2) 
Q[Xll(X- 1) QLWW- 2) Q[-W(X+ 1) 
J J\ \ 
Q Q(@ Q(*> Q 
Fig. 1 
general pas de man&e unique. Dans les schemas representant des objets dynamiques, 
on ne fera figurer que les fleches indecomposables. 
Notations. Pour tout cas C de E, on note A’(C) la famille des modeles de C. On vtrifie 
facilement que: 
c 5 C’ a JH(C’) c Af(C). 
De plus, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite, un raffinement raf: C -+ C’ est parfois note C’. 
Attention, on dit que C’ est plus fin que C meme lorsque C’ = C. 
Exemple. Considtrons l’objet dynamique note Q(a 1 a4 = 3a2 - 2) (Fig. 1). Ses 
modeles sont les extensions du corps Q des nombres rationnels de la forme Q(E) ou 
x est un nombre complexe qui verifie @I = 3a2 - 2, c’est-a-dire c( E 
(1, - LJZ, -a>. S es cas sont les ensembles Q[X]/(R(X)) lorsque R(X) parcourt 
les diviseurs unitaires de X4 - 3X2 + 2 dans Q[X]. Pour tout polynome R(X) de 
Q[X] et toute racine o! de R(X) dans C, on note intR,, l’homomorphisme d’anneaux de 
Q[X]/(R(X)) vers Q(a) dtfini par int,,,(XmodR(X)) = cc. Chacune des quatre 
interpretations indecomposables, a savoir: 
intx- 1, 1 : QCXIAX - 1) + Q, intx+l,-l:QCXllW + 1) -Q, 
int,,_, 6 ,V :Q[xll(X’ -2) -Q(J’% intx2_2,_~:QCW(X2 - ) -Qt$), 
est de cette forme. Les raffinements ont les homomorphisms d’anneaux canoniques 
de K0 [X]/(R(X)) sur K0 [X]/@(X)) dbs que S(X) divise R(X): l’image de X modulo 
R(X) est X modulo S(X). 
On voit que la fleche de Q[X]/(X4 - 3X2 + 2) vers Q[X]/(X + l), par example, 
admet deux decompositions. 
On voit aussi sur cet exemple que les modbles, en tant qu’ensembles, ne sont pas 
forcement distincts. 
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Remarque. Un objet dynamique peut paraitre, suivant cette definition, quelque chose 
de “gros” et de “compliqut”. En fait, pour etre parfaitement prkis, il faudrait definir 
E comme une “kquiv-esquisse discrkte”. Le graphe decrit ci-dessus erait, essentielle- 
ment, le graphe de construction de la “famille localement initiale de modeles” de cette 
equiv-esquisse. Ce point de vue est developpe dans [S]. 11 presente deux avantages: 
(1) Une tquiv-esquisse st quelque chose de trbs “petit” et trb “simple”. 
(2) La notion d’equiv-esquisse gentralise la notion de “specification algebrique”, et 
traduit au plus pres l’implantation d’un objet dynamique. 
Exemples. Dans tous les objets dynamiques que nous considerons ici, tous les 
modbles sont des corps, tous les cas sont des anneaux, et tout les raffinements et 
interpretations ont des homomorphismes d’anneaux. 
(1) L’exemple de Q(a 1 a4 = 3a2 - 2) se generalise facilement. Soient K0 un corps 
quelconque, K un corps algebriquement clos contenant K,,, et P et Q deux polynomes 
en une variable a coefficients dans KO. On note K,,(a 1 P(a) = (Q(a)) l’objet 
dynamique defini de la maniere suivante: 
Ses modeles sont les extensions du corps K0 de la forme K,,(a) ou c( est dans K et 
verifie P(u) = Q(M). Ses cas sont les K,-algebres K,[X]/R(X)) lorsque R(X) parcourt 
les diviseurs unitaires de P(X) - Q(X) d ans K. [Xl. Ses raffinements ont les projec- 
tions canoniques de K,[X]/(R(X) ) sur K,[X]/(S(X)) db que S(X) divise R(X). Ses 
interpretations sont les homomorphismes de KO-algbbres intR,,: K,[X]/R(X)) -+ 
K,(U) dtfinis par int,,.(XmodR(X)) = c1 des que a est une racine de R(X). 
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite sur R(X), on note a pour (XmodR(X)). 
(2) Voici un exemple important correspondant a un graphe infini: c’est le “corps 
premier dynumique” dtcrit dans [3] et note F. 
Ses modeles sont tous les corps premiers, c’est-A-dire le corps Q des rationnels, et le 
corps fini FP A p elements pour tout nombre premier p. Son cas initial est l’anneau 
2 des entiers relatifs. Ses autres cas sont les anneaux Z/m2 pour tout entier m 2 2, et 
les anneaux Z[ 1 /m] pour tout entier m 2 2. Les raffinements ont tous les homomor- 
phismes d’anneaux “canoniques” entre les cas, c’est-a-dire: 
l la projection de Z sur Z/mZ pour tout m, 
l l’injection de Z dans Z[l/m] pour tout m, 
l la projection de Z/nZ sur Z/mZ pour tous m et n tels que m divise n, 
l l’injection de Z[l/n] dans Z[l/m] pour tous m et n tels que n divise m, 
l et la projection de Z[l/n] sur Z/mZ pour tous m et n premiers entre eux. 
Les interpretations ont aussi les homomorphismes d’anneau “canoniques”. Les 
modeles du cas initial Z sont tous les corps premiers, les modeles du cas Z/mZ sont les 
corps FP tels que p divise m, et les modeles du cas Z[ l/m] sont Q et les corps FP tels que 
p ne divise pas m. 
Remarque. Si deux elements c et c’ d’un cas C sont tels que int(c) = int(c’) pour toute 
interpretation int de C, alors c et c’ ne sont pas forcement Cgaux. Par exemple, si E = F 
et si C = Z/ 12Z, alors int(6 mod 12) = int(O mod 12) pour toute interpretation int de C. 
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2.2. Termes 
En pratique, pour calculer sur un objet dynamique E, il faut ttre capable d’effectuer 
rapidement et simplement les raffinements. Une facon d’y parvenir est d’utiliser, pour 
“rep&enter” les elements de chaque cas, un unique ensemble de “termes”. Chaque cas 
est alors l’image d’une partie de cet ensemble de termes, et ceci de facon coherente avec 
les raffinements. 
Dkdinitions. Etant donne un objet dynamique E, un ensemble de termes pour E est un 
ensemble note Terme(E) tel que: 
l chaque cas C de E est l’image d’une partie Y(C) de Terme(E) par une application: 
7c:9-(C)-+ c, 
l pour chaque raffinement ruf: C + C’ dans E, on a Y(C) c .F(C’)et ruforc = tCz. 
Deux termes t et t’ de F(C) sont dits C-hpiualents (et on note t wc t’) si c(t) et 
zc(t’) sont Cgaux dans C. Ainsi l’application zc induit une bijection entre l’ensemble 
quotient de Y(C) par la relation ~c et l’ensemble C. 
Exemples. Ces exemples decrivent les choix qui ont CtC faits lors des implantations 
deja realisees. 
(1) Lorsque E = &<a I J’(a) = Q(4), l’ensemble des termes est 
Terme(E) = &[X]. On pose F(C) = Terme(E) pour tout C. Si C = &[X]/(R(X)) 
alors l’application 7c est la projection canonique de &[X] sur K,[X]/(R(X)). 
(2) Lorsque E est le corps premier dynamique F, l’ensemble des termes est 
Terme(E) = Q. On pose Y(Z) = Z, Y(Z/mZ) = Z, et F(Z[l/m]) = Z[l/m] pour 
tout entier m 2 2. L’application zc est l’identite lorsque C = Z ou C = Z[ 1 /m], et c’est 
la projection canonique de Z sur Z/mZ lorsque C = Z/mZ. Dans cet exemple F(C) 
est toujours different de Terme(E). 
Remarques. Soient t et t’ deux termes de F(C), et soient c = zc(t) et c’ = zc(t’)). 
Considerons une interpetation int : C + M de C, et notons m = int(c) et m’ = int(c’). 
Alors: 
l Si t et t’ sont C-equivalents alors c = c’ done bien stir m = m’. 
l Si t et t’ ne sont pas C-equivalent alors c # c’. Dans ce cas m et m’ peuvent &tre soit 
Cgaux soit differents dans M. 11 peuvent mtme etre Cgaux pour toute interpretation 
int de C(voir les exemples ci-dessous). 
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Exemples. 
(1) Considerons encore l’object dynamique Q(u 1 a4 = 3a2 - 2). Notons Co son 
cas initial. Les termes X4 + 2 et 3X2 sont Co-equivalents. Et en effet ~1~ + 2 = 3~~ 
pour toute racine c( de X4 - 3X2 + 2. 
(2) Toujours sur l’objet dynamique Q(u 1 u4 = 3u2 - 2) et son cas initial Co, les 
termes X4 et X2 ne sont pas Co-equivalents. En fait, a4 = cz2 pour les racines CI = 1 et 
CI = - 1 de X4 - 3X2 + 2, et ~1~ # cx2 pour les deux autres racines. Par contre sur le 
cas C = Q[X]/(X’ - I), les termes X4 et X2 sont C-equivalents. 
(3) Sur le cas initial Co de l’object dynamique Q(u) u2 = 0), les termes X et 0 ne 
sont pas C,-equivalents, alors que c( = 0 pour l’unique racine CI de X2. 
2.3. Rgduction 
En general, l’application z, n’est pas injective, et chaque Clement c de C est l’image 
par zc de plusieurs termes. On peut “reduire” un terme de F(C), c’est-a-dire le 
remplacer par un autre, qui a la meme image par zc, et qui est jugt “plus simple”. 
DCfinition. Etant donne un objet dynamique E et un cas C de E, une operation de 
rbduction SW C est une application redc de F(C) dans lui-meme, qui associe a tout 
terme de F(C) un terme C-equivalent, et qui est idempotente (c’est-a-dire qui verifie 
redc 0 redc = redc). On appelle redc(t) la forme C-rbduite, ou simplement la forme 
rbduite, de t. 
Remarques 
l 11 est souhaitable que la reduction “ne soit pas trop couteuse”. 
l L’identite sur F(C) est une reduction sur C. 
Dbfinition. On dit que la reduction est cunonique si, pour chaque cas C, la reduction 
sur C de chaque terme t de F(C) ne depend que de zc(t). 
Remarque. Jusqu’ici, on a toujours pu implanter une reduction canonique. 
Exemples. Nous continuons a decrire les choix faits lors des implantations deja 
realisees. 11s ont tout-a-fait classiques. 
(1) Lorsque E = &(a ( P(u) = Q(u)) et C = K,, [X]/@(X)), la reduction dun 
terme est le calcul de son reste modulo R(X). 
(2) Lorsque E est le corps premier dynamique F, la reduction est l’identite lorsque 
C = Z ou C = Z[l/m], et c’est le calcul du reste modulo m lorsque C = Z/mZ. 
Remarque. Soit ruf: C + C’ un raffinement de C. Alors en general un terme de C qui 
est reduit pour C ne l’est pas pour C’. 
D. DuvallJournal of Pure and Applied Algebra 99 (1995) 267-295 215 
Exemple. Considerons le terme 3X2 du cas initial CO de Q(u I a4 = 3a2 - 2). 11 est 
reduit. Mais dans le cas plus fin C = Q[X]/(X’ - 1) il n’est pas reduit: sa forme 
C-reduite est 3. 
2.4. Egalitk gross&-e 
Tout objet dynamique est muni dune “Cgalite grossiere”. 
DCtfinition. Etant donne un objet dynamique E et un cas C de E, une operation 
d’kgalitk grossi&e SW C est une relation d’equivalence sur F(C) telle que deux termes 
t et t’ grossierement Cgaux sur C soient C-equivalents. 
Remarques 
l 11 est souhaitable que l’egalite gross&e “ne soit pas couteuse”. 
0 L’tgalite sur F(C) est une egalite grossiere sur C. C’est celle qui a ttt implantee 
pour la cloture algtbrique dynamique. 
l La relation de C-equivalence sur S(C) est aussi une Cgalite grossihe sur C. 
Proposition 1. Soient E un objet dynamique, C un cas de E, t et t’ deux termes de F(C). 
Si red=(t) et redc(t’) sont grossikrement hgaux, ah t et t’ sont Ciquivalents. Si de plus 
la rhduction est canonique, alors la rtciproque est vraie. 
La preuve de cette proposition est immediate. 
Exemple. Considtrons encore l’objet dynamique Q(u 1 a4 = 3a2 - 2). Notons CO son 
cas initial, t le terme X4 + 2 et t’ le terme 3X2. Alors t et t’ ne sont pas grossierement 
tgaux. Mais t’ est la forme CO-reduite de t, done red,-,(t) et t’ sont grossibrement Cgaux, 
done t et t’ sont Co-equivalents. Et en effet ~1~ + 2 = 3~~ pour toute racine CY de 
x4 - 3x2 + 2. 
2.5. Scindages 
Dbfinition. Un scindage d’un cas C est famille finie {raf, rufi, . . . ,rafk} (avec 
rafi : C -+ Ci) de raffinements de C telle que d(C) soit la reunion disjointe des families 
Jke(C,), J@C2), . . . ,&‘(C,). L’entier k est appelt la lurgeur du scindage. La famille 
{id,} est un scindage de C de largeur 1, appele le scindage trivial de C. 
Exemples. (1) La famille {Q[X]/(X - l), Q[X]/(X” + X2 -2X - 2)) forme un 
scindage du cas initial de Q(a 1 a4 = 3a2 - 2). Le cas Q[X]/(X - 1) a une seule 
interpretation (qui envoie a sur l), alors que le cas Q[X]/(X3 + X2 - 2X - 2) a trois 
interpretations (envoyant a respectivement sur - l,*,et - $). 
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(2) Pour chaque entier m 2 2, la famille {Z[l/m],Z/mZ} forme un scindage du cas 
initial Z du corps premier dynamique F. 
(3) La famille {Q[X]/(X)} f orme un scindage de largeur 1 non trivial du cas initial 
de Q(a 1 a2 = 0). 
Composition de scindages. Soit { rufi, ruf2, . . . , rufk}( avec ruf : C + Ci) un scindage 
d’un cas C, et pour tout i soit {ruf,, rufi,2, . . . , ~ufi,~,} (avec rafi,j : Ci -+ Ci, j) un scindage 
de Ci (bien stir certains de ces scindages peuvent etre triviaux). Le composk est le 
scindage {r&j o rafi} I < i s k, I s j s k, de C. 
2.6. Egalit6 
Nous allons dtfinir un ensemble dynamique comme un objet dynamique muni 
d’une “tgalitt”. Cependant, la definition de cette Cgalite peut paraitre surprenante. 
Rappelons que la partie significative d’un objet dynamique, c’est la famille de ses 
modeles. Lorsqu’on calcule dans un objet dynamique E, on essaie d’obtenir un 
resultat valable dans tous les modeles de E a partir dun calcul dans le cas initial Co de 
E. Ou bien, au moins, ttant donnt un cas C de E, un resultat valable dans tous les 
modeles de C a partir d’un calcul dans le cas C. 
En consequence, ce qui est important, c’est l’tgalitt dans chaque modele dun cas 
don& D’ou la definition de l’egalitt sur un objet dynamique: 
Dkfinition. Etant donne un objet dynamique E et un cas C de E, une operation 
d’bgalit6 sur C associe a toute paire (c,c’) d’tltments de C un scindage 
{rafi,W2, . . . , r&k) de C et pour tout i de 1 a k un boolien bi, de sorte que pour tout 
i et toute interpretation int de Ci, si bi = wai alors int 0 rafi(c) = int 0 rafi(c’), et si 
bi =fuux alors int orqfi(c) # int 0 ruf(c’). 
La famille de paireS ~(rafi,bl),(rUf,,b,), . . . ,(rafk,bk)} eSt app&e Ulle U&W 
dynamique de l’bgalitb c = c‘ sur C. Nous verrons a la Section 4 une generalisation de 
cette definition. 
Le scindage { rafi, ruf2, . . . , raf} est appele un scindaye Smentaire de C relatif a la 
question “c = c’.?“. 
Exemples. (1) L’egalite sur le cas initial de Q(u 1 a4 = 3a2 - 2) des elements u2 et 
a peut retourner le scindage {Q[X]/(X - l), Q[X]/(X” + X2 - 2X - 2)) avec les 
booltens urai pour le cas Q[X]/(X - 1) et faux pour le cas Q[X]/(X3 + 
x2 - 2x - 2). 
(2) Toujours sur le cas initial de Q(a 1 a4 = 3a2 - 2), l’tgalite de a4 + 2 et 3a2 peut 
retourner le scindage trivial et le booleen orai, mais elle peut aussi retourner un 
scindage plus fin, comme {Q[X]/(X - l), Q[X]/(X + l), Q[X]/(X2 - 2)} avec les 
booleens bl = b2 = b3 = vrai. 
(3) Sur le cas initial de Q(u 1 a2 = 0), l’egalite de a et 0 peut retourner le scindage 
{Q[X]/(X)} et le boolten vrai. 
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Exemple. Un exemple d’utilisation des deux sortes d’bgalitts est fourni par la division 
de x par y (dans n’importe quelle structure ou cela a un sens raisonnable). 11 est 
primordial de verifier que y est non nul, on utilise done pour cela le test d’egalite, quel 
qu’en soit le tout. 11 peut aussi etre interessant de tester si y = 1 car alors la rtponse 
(c’est-a-dire x) est immediate, cependant en partique cela n’a d’interet que si le tout du 
test n’est pas trop important, on peut done utiliser ici un test d’tgalite gross&e. 
DCfinitions. Un ensemble dynamique est un objet dynamique E muni d’une operation 
d’egalite sur chacun de ses cas C. 
Un bkment d’un objet dynamique E est une paire (Cc) formie d’un cas C de E et 
d’un element c de C. 
Exemples. Tous les exemples deja recontres sont des ensembles dynamiques. Si on ne 
garde de l’objet dynamique Q(a 1 a4 = 3aZ - 2) que le cas initial, les quatre modeles, 
et les quatre interpretations du cas initial, on obtient un objet dynamique qui n’est pas 
un ensemble dynamique, puisque par exemple on ne peut pas y tester l’egalite des 
elements a2 et a du cas initial. 
Q e 
Remarque. Tout ensemble e peut &tre considere comme un ensemble dynamique, 
qu’on note dyn(e): L’unique modele est e, l’unique cas est e, I’interpretation est 
l’identite. L’egalite sur le cas e de dyn(e) retourne le scindage trivial et le booleen 
correspondant a l’egalitt dans e. L’ensemble des termes est e et la reduction est 
l’identite. 
3. Ensembles dynamiques structurCs 
De meme qu’on est souvent amene a considerer des ensembles munis d’une 
“structure”(comme les groupes, les anneaux, les corps, etc.), nous allons considerer des 
ensembles dynamiques munis d’une “structure”. Autrement dit, nous considerons des 
ensembles dynamiques “munis de certains operations” et “vtrifiant certains axiomes”. 
Nous allons surtout utiliser les structures d’anneau, de corps, ainsi que la structure 
d’extension d’un corps don&. Dans cet article, tous les anneaux sont commutatifs et 
unitaires, tous les corps sont commutatifs. 
Dkfinitions. 
l Un anneau dynamique est un ensemble dynamique dans lequel chaque modele et 
chaque cas est un anneau, chaque interpretation et chaque raffinement est un 
homomorphisme d’anneaux. 
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l Un corps dynamique est un anneau dynamique dans lequel chaque modele est un 
corps. 
Exemples. Tous les exemples d’ensembles dynamiques deja consider& sont en fait des 
exemples de corps dynamiques. On remarque qu’en general es cas ne sont pas des 
corps. 
Remarque. Les deux definitions ci-dessus peuvent paraitre dissymetriques: pourquoi 
chaque cas doit-il Ctre un anneau dans un anneau dynamique, mais pas un corps dans 
un corps dynamique? En fait, la situation get&ale est expliquee dans l’article [S], et 
peut etre resumee ainsi: considtrons une strucuture definie par des axiomes du 
premier ordre (comme la structure d’anneau ou celle de corps), et la structure plus 
faible obtenue en ne conservant, dans ces axiomes, que ceux qui sont equationnels, 
qu’on peut appeler la “structure Cquationnelle sous-jacente”. La structure d’anneau 
est equationnelle. Et la structure Cquationnelle sous-jacente a la structure de corps est 
celle d’anneau, car l’axiome “tout element non nul est inversible” nest pas equa- 
tionnel. 
On demande aux modeles de posseder la structure la plus “forte”, et aux cas 
seulement la structure equationnelle sous-jacente. Ceci explique la dissymetrie appar- 
ente de ces deux definitions et permettrait de dtfinir la “version dynamique” de 
nombreuses tructures mathematiques, par exemple ci-dessous la structure d’exten- 
sion dun corps don& 
Rappelons qu’une extension d’un corps K0 est un corps contenant K,, c’est-a-dire 
une K,,-algbbre dans laquelle tout element non nul est inversible. 
DCfinition. Un corps KO etant fix&, une K,-extension dynamique est un corps 
dynamique dans lequel chaque modble est une extension de K,, chaque cas est une 
Ke-algebre, chaque raffinement et chaque interpretation est un homomorphisme de 
K,-algebres. 
Exemple. Les corps dynamiques KO (a ( P(a) = Q(a)) sont des K,-extensions 
dynamiques. 
4. Clauses et scindages 
Revenons a l’tgalite sur le cas initial Co dun ensemble dynamique E. Nous avons 
vu qu’elle associe a toute paire (c, c’) d’tltments de Co un scindage (rafi, rafi, . . . , ra&} 
de Co et pour tout i de 1 i k un boolien b, E { urai, faux}. Nous allons plutot considker 
le resultat comme une famille ((rafi, b,),(raf,, b2), . . . ,(raf, b,)} de paires, chacune 
form&e dun raffinement de C,, et du booleen correspondant. Une telle paire est une 
“clause sur E et B”, si B designe les booleens. Et la famille {(rafi,bl), 
(rafi,bA . . . ,(raf,b,)) est un “B-scindage de E”. 
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Plus geniralement, lorsqu’on calcule sur un cas C d’un ensemble dynamique E, on 
obtient un scindage de C, avec une valeur pour chaque cas du scindage. 
Dbfinitions. Etant donnt un ensemble dynamique E, un cas C de E, et un ensemble V, 
une clause dynamique SW C et I/ est une paire (raf,u) form&e dun raffinement rafde 
C et dun Clement u de I/. 
Un V-scindage de C est une famille finie { (rafl, ul), (rafi, uz), . . . , (ra&, u,J} de clauses 
dynamiques ur C et I/, telle que (rafl, raf2, . . . ,rafkk) forme un scindage de C. 
Exemple. Soit E = Q(a 1 a4 = 3a2 - 2), CO le cas initial de E, et T/ = B. En testant 
l’egalite de a2 et a on obtient le B-scindage de CO: 
{(QCXIAX - 11, urai), (Q[X]/(X3 + X2 - 2X - 2),faux)}. 
Remarque. L’ensemble V peut aussi Ctre un ensemble dynamique qui depend de E. 
Par exemple E lui-m&me, ou bien K[ T] lorsque E = K est un corps dynamique (voir 
plus bas), etc. Pour &tre precis, il faut que V dtpende de E “de man&e fonctorielle”, 
mais nous ne nous en preoccupons pas ici. 
Considerons une application fd’un ensemble D de “donnees” vers un ensemble 
I/ de “valeurs”, et un Clement d de D. Si le calcul de f(d) fait intervenir des operations 
sur un ensemble dynamique E, il provoque probablement des scindages. En conse- 
quence, le rtsultat obtenu n’est plus un element de V, c’est en general un V-scindage 
d’un cas de E. 
D8inition. Soient E un ensemble dynamique, C un cas de E, et f: D + V une 
application entre deux ensembles (non dynamiques, ou bien dynamiques dependants 
de E). Soit d un Clement de D. Soit (raf: C + C’, u) une clause dynamique sur C et V. 
Nous disons que u est la ualeur de f(d) dans le cas C’ si, quelle que soit l’interprttaion 
int : C’ + M de C’, la valeur de f(d) dans M est &gale a u (ou, pour etre prtcis, 
a “I’image de u par l’application construite fonctoriellement a partir de int”). 
Exemple. Considtrons l’ensemble dynamique E = Q(a 1 a4 = 3a2 - 2), et l’applica- 
tion f: Z -+ B define par: 
f(n) = si a2 = n alors urai sinon faux. 
Alors la valeur de f(2) dans le cas Q[X]/(X’ - 2) est vrai, et la valeur de f(2) dans les 
cas Q[X]/(X’ - l), Q[X]/(X - 1) et Q[X]/(X + 1) est faux. Mais f n’a pas de 
valeur dans le cas initial, ni dans les cas Q[X]/(X3 - X2 - 2X + 2) et 
Q[X]/(X” + X2 - 2X - 2). 
DCfinition. Soient E un ensemble dynamique, C un cas de E, et f: D + V une 
application entre deux ensembles (comme ci-dessus). Soit d un element de D. Une 
ualeur dynamique de f(d) sur C est un V-scindage ((rafl, u,),(FY$~, u2), . . . ,(raJk, uk)S 
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de C (avec rltfi : C + Ci) tel que pour chaque i de 1 a k, vi est la valeur de f(d) dans le 
cas Ci. 
Exemple. Reprenons l’exemple precedent. Une valeur dynamique de f(2) sur le cas 
initial de Q(u 1 a” = 3a2 - 2) est: 
UQCJW(X’ - 3, uar4, @CWl(X2 - l),faux)} 
et une autre valeur dynamique de f(2) sur le cas initial de Q(u ) u4 = 3u2 - 2) est: 
~(QC~lI(X’ - 212 umi), (QCXll(X - 1Xfauxh (Q[xllV + l),faux)}. 
Ce sont la d’ ailleurs les deux seules valeurs dynamiques possibles pour f(2) sur le cas 
initial de Q(u 1 u4 = 3u2 - 2). 
Opitrations sur les ensembles dynamiques. Nous enoncons ci-dessous le resultat fon- 
damental concernant les ensembles dynamiques. On se reportera a [S] pour un 
enonce et une preuve tout-a-fait rigoureux. 11 signifie qu’un ensemble (resp. un anneau, 
un corps, une &-extension, . ..) dynamique se comporte dans les calculs comme un 
ensemble (resp. un anneau, un corps, une extension de K,,, . . ), i condition d’effectuer 
les scindages adequats au fur et a mesure du deroulement du calcul. 
ThCorkme 1. Soit E un ensemble structurk dynumique et f: D -+ V une application 
utilisunt des ophutions sur E. Alors pour tout 2ment d de D et tout cus C de E, f(d) 
a une vuleur dynumiyue sur C. 
La preuve de ce theoreme fournit une methode de calcul de cette valeur dynamique. 
Nous decrivons cette methode pour la structure de corps. Cette description s’adapte 
aisement a toute autre structure, y compris une structure comportant d’autres 
predicats que l’tgalite. 
L’application futilise sur E des operations de corps: addition, soustraction, multi- 
plication, division, et tests d’egalite utilists dans des “structures de contrble”: condi- 
tions, boucles, . . Tant que les operations rencontrees sont des additions, soustrac- 
tions et multiplications, on peut calculer dans le cas C, puisque c’est un anneau. 
Lorsqu’on rencontre un test d’egalite “c = c”’ on calcule sa valeur dynamique sur 
C, disons: 
avec rafi : C + Ci, et on continue les calculs “en parallele” dans chaque cas Ci, avec la 
reponse bi g la question “c = c”‘. La suite du calcul fera tventuellement apparaitre des 
scindages de certains des cas Ci, ce qui par composition fournira de nouveaux 
scindages, plus fins, de C. 
Lorsqu’on rencontre une division, disons c/c’, cette division est forcement prtcedte 
dun test de non-nullitt de c’. On est done dans un cas C’ plus fin que C, dans lequel c’ 
est inversible. On calcule c” = l/c’ dans le cas C’, et il suffit ensuite d’effectuer la 
multiplication c” x c dans le cas C’. 
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En definitive, on obtient ainsi, de facon recursive, une valeur dynamique de f(d) sur 
C, dont le scindage est compose de scindages Cltmentaires par rapport a des tgalitb. 
Polyn6mes dynamiques. Nous verrons que le fonctionnement de la cloture dynamique 
repose sur certaines operations sur les polynomes en une variable sur un corps 
dynamique, en particulier le calcul de pgcd de polynomes. Le fait que l’on puke 
effectuer ces operations est une application du theoreme qui precede. 
Etant donne un corps dynamique K, et un cas C de K, on peut effectuer (au sens 
dynamique) les operations suivantes ur les polynomes de C[T]: 
~ tester si un polynome est nul, 
_ multiplier un polynbme par un scalaire, 
_ ajouter ou multiplier deux polynomes, 
_ effectuer la division euclidienne dun polynbme par un polynome non nul, 
_ calculer le pgcd de deux polynomes, 
_ calculer une Cgalite de Bezout entre deux polynomes. 
En effet, chacune de ces operations peut se ramener a un nombre fini d’operations 
de corps (tests d’tgalite, addition, soustraction, multiplication ou division) sur les 
coefficients des polynbmes. En particulier le calcul du pgcd peut s’effectuer par 
l’algorithme d’Euclide. Rappelons que cet algorithme est valable pour les polynbmes 
en une variable a coefficients dans un corps, mais pas pour les polynomes en une 
variable a coefficients dans un anneau. 
Remarquons que la factorisation d’un polynome est en general impossible. En effet 
elle ne peut passe ramener a un nombre fini d’ophations de corps sur les coefficients. 
Exemples. (1) Considerons le cas initial du corps dynamique Q(u 1 a4 = 3a2 - 2). 
Une valeur dynamique du pgcd des deux polynomes T2 - a et 3T2 + 5T + 2 est: 
{(QCxllV - 11, T + I), (QCWl(X3 + X2 - 2X - 2),1)}. 
Done le pgcd des deux polynomes T2 - a et 3T2 + 5T + 2 est Cgal a T + 1 lorsque 
cr=l,etallorsquea=-louol= -I-$. 
2. Considerons maintenant le cas initial du corps dynamique F. Une valeur 
dynamique du pgcd des deux polynomes T2 - 5T + 4 et T2 - 4 est: 
{ (Z/6Z T - 4), (ZP /61, I,} . 
Ce pgcd est done T dans F2 [T], c’est T - 1 dans F3 [T], et c’est 1 dans Q[ T] et dans 
Fp[T] pour tout nombre premier p different de 2 et de 3. 
5. Ensembles dynamiques avec niveau 
Certains ensembles dynamiques peuvent Ctre munis d’un “niveau” permettant de les 
implanter facilement de facon recursive. C’est le cas de la cloture algtbrique d&rite 
a la Section 6, ainsi que de la cloture constructible de [6]. La definition ci-dessous 
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peut paraitre compliqde, l’exemple de la cl6ture algtbrique dynamique devrait 
lklairer. 
Dkfinitions. Un ensemble dynamique E est dit avec niueau si: 
(1) A tout cas C de E est associk un entier nature1 not6 v(C) et appelk le niueau de C, 
qui vkrife: 
l le cas initial C,, est de niveau 0, 
0 si C I C’ alors v(C) I v(C’), 
0 si (rafii:C -‘Ci}l s i _c k est un scindage kkmentaire d’un cas C, alors V(Ci) = v(C) 
pour tout i. 
(2) Certains raffinements de E sont appelts des lois. A toute loi 1 de E est associk un 
entier strictement positif not& ~~(1) et appeli: le niveau de I, qui vtrifie: 
si 1: C + C’ est une loi alors C est de niveau vL(I) - 1 et c’ de niveau ~~(1)~ 
tout raffinement raf: C -+ C’ avec C de niveau 0 peut &tre dCcomposC: sous la forme 
E(“(c’)) o /(v(c’)- 1) o . . . o l(1) od &aque l(j) est une loi de n&-au i 
si raf: C + CO est un raffinement entre deux cas de mCme nivek et si 1: C + c’ est 
une loi, alors ii existe un raffinement raf’ : c’ -+ Cb et une loi lo : Co -+ CL tels que 
raf’o 1 = l,,orafet M(Cb) = &(C,)nJZ(C’) (autrement dit JZ(Cb) est le plus gros 
possible). On appelle raf’ le prolongement du raffinement raf A C’. 
(3) A tout terme t de E est associk un entier nature1 not& v=(t) et appelk le niueau de 
qui vkrifie: 
pour tout cas C, l’ensemble F(C) est form6 de termes de niveau I v(C), dont au 
moins un de niveau v(C). 
La notion de niveau permet de traiter des applications complexes: en effet, essentiel- 
lement, il suffit d’implanter les cas de niveau 0 et les lois pour obtenir, par rtcursivitt, 
tous les cas. 
Exemple. Nous verrons g la section suivante l’exemple de la cl6ture algtbrique 
dynamique d’un corps quelconque. 
6. Clature algkbrique dynamique 
Rappels. Nous rappelons ici quelques dtfinitions et rtsultats classiques. Soit K0 un 
corps. 
l Soit K une extension de &. Un Cltment c1 de K est alghbrique sur X0 s’il est racine 
d’un polyn6me en une variable B coefficients dans K,-,. 
l Si c1 est algkbrique sur K, et si j? est algkbrique sur KO(cr), alors fl est algkbrique sur KO. 
D. Duval/ Journal of Pure and Applied Algebra 99 (I 995) 267-295 283 
l Un corps K est alghiquement clos si tout polynome en une variable a coefficients 
dans K, non constant, admet une racine dans K. Cela revient a dire que tout Clement 
algtbrique sur K est Clement de K. 
l Une clhure algtbrique de K. est un corps algtbriquement clos K, qui contient K. 
(ou bien, ce qui est equivalent, qui est une Ka-algebre), et qui est minimal pour cette 
propriete. 
l “La” cloture algebrique d’ un corps K. est unique a isomorphisme pres. 
Generalement, la cloture algebrique K de K,, apparait dans les calculs de la manihe 
suivante: on calcule sur K,,, on construit un polynome Pi(X) de K. [Xl, on introduit 
~1~ comme “une racine quelconque de PI(X)“, un peu plus tard on construit un 
polynome P2(X) de K,(q)[X], on introduit c(~ comme “une racine quelconque de 
P,(X)“, et ainsi de suite. En fait on ne calcule pas dans K A proprement parler, mais 
dans une sous-extension K,, = K,,(ccl, u2, . . . , a,,), de type fini sur Ko. 11 est cependant 
commode de considerer K, car l’extension K, n’est pas connue a priori, elle est 
construite au fur et a mesure du calcul. Ces considerations devraient aider a justifier la 
definition qui suit. 
Dkfinition. La cl&we algtbrique dynamique dun corps quelconque K. est un corps 
dynamique avec niveau K, construit de la man&e suivante. 
Les modbles de K sont les differentes extensions algtbriques “effectivement de type 
dtnombrable” de Ko. Plus precisement, ce sont les corps: 
engendrts sur K. par une quantite denombrable de tli, tous algtbriques sur Ko. 
Les cas de niveau n de K sont toutes les K,,-algebres de la forme: 
C = &CX1,X2, . . . ,X1/k 
oil: 
Ic = (9Wl),~2Wl,X2), ... ~~rlWl,X2, ... 9X”)) 
et chaque PJX,,X,, .., ,Xi) (pour 1 I i 5 n) est unitaire de degre > 0 en tant que 
polynome en Xi. On note toujours ai l’image de Xi modulo Zc. 
En particulier l’unique cas de niveau 0 est le cas initial Ko. 
Les interpretations dun cas C de niveau n vers un modele A4 sont les homomor- 
phisms de K,-algebres de C vers A4 qui a chaque ai (pour i = 1, . . . , n) associe ai. 
Les raffinements ont tous les homomorphisms de K,-algebres “conservant les a;‘. 
Done il y a un raffinement de C = K,,[X,, X2, . . . , X,,]/Zc vers C’ = K,, 
CXl,X2, ... , X,,] /I,, si et seulement si n I n’ et Zc c Zc,. 
Les lois de niveau n sont les raffinements d’un cas C de niveau n - 1 vers un cas C’ 
de niveau n tels que, si: 
zc = (Pl(X,), ... >p”-l(x*, ... ,xn-I)) 
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alors: 
zc, = (P,(X,), . . . >p”-l(xl, “‘,xn-l),pn(xl, ... ,X,)1 
pour les mCmes polynomes PI, . . . , P,_ 1. 
L’ensemble des termes de K est un anneau de polynomes sur KO en une infinite 
dtnombrable de variables: 
Terme(K) = K,[X,, X2, . . . , X,,, . . . ] 
et le niveau d’un terme t est le plus petit indice n tel que t soit dans KO [Xi, X,, . . . , X,]. 
Si C est un cas de niveau n, alors F(C) = K,[X,, X,, . . ,X,] et pour tout t de T(C), 
on definit xc(t) comme la classe de t modulo Zc. 
Rappel. Soient Pi(X,), P2(X1, X,), . . . , P,(X,, X2, . . . , X,) des polynomes a coefficients 
dans un corps K,,. Notons I, l’ideal de &,[X,,X,, . . . ,X,] qu’ils engendrent, 
et 1,-I l’idtal de &CX,,X*, ... ,X-II engendre par s (Xl )> 
~z(X,,X,), ~~‘,pn-I(xl,x2, ... , X, _ 1 ). Alors il y a un isomorphisme canonique de 
&-algebres: 
Exemples. Prenons KO = Q 
Parmi les modeles de la cloture algebrique dynamique de Q figurent les corps: 
e(a1 = fi? a2 = JFi, . . . ,cln = c, ..,) et 
Q(c(i = o,ct2 = 0, . . . ,cl” = 0, . ..) = Q. 
Parmi ses cas: 
QCxJlW? - 1) et Q~~l,~211V~ + X1 + LX; - XI) 
de niveau respectivement 1et 2. 
11 y a une interpretation de C = Q[X,]/(X: - 1,X: - X1) vers tout modele de la 
forme: 
M = Q(cY~ = I,cr2 = 1, . ..). 
ainsi que vers tout modele de la forme: 
M = Q(cxl = ezin13, a, = eiKi3, . . . ), 
mais il n’y a aucune interpretation de C vers un modele de la forme: 
M = Q(ul = e2irr/3, az = e2irr/3, . . . ). 
Voici un raffinement compose de 3 lois: 
Q=&, -+K1 +K, +K3-+K4 
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oti: 
KI =&C&/(X? - 11, Kz ‘v KI CXMXf - XI), 
KJ = &C&l/(X: - X:X3 + X,), K4 ‘v h-3 FL/(X: - 2). 
Et un raffinement qui n’est pas une loi, bien que la difference de niveau entre son but et 
sa source soit egale a 1: 
QD’~llW: - lb--+ Q~&,&l/(X; + XI + LX: - 2). 
En fait, les modeles d’un cas C = K,,[X1, . . . , X,J/I, de niveau n sont les corps 
Ko(ai, . . . ,cG,, ...) oh les nombres algebriques c~i, . . , tl, doivent verifier: 
PI(q) = ... = P”(ccl, . . . ,a,) = 0 
(en notant Zc = (PI (X,), . . . , P,(X,, X2, . . . , X,,))), alors que tx, + i, . sont des nombres 
algebriques quelconques. Une loi I: C --f C’ de niveau n + 1 est caracteriste par un 
polynome P,+ 1 de K. [X,, . . . , X, + J unitaire de degre > 0 en X,, + 1. Appliquer la loi 
1 consiste a imposer une contrainte a cL, + i: les modeles de C’ sont les modeles de C qui, 
de plus, vtrifient: 
P,+1(a1, .‘. ,&+I) =O. 
Nous avons vu qu’un pas essentiel du calcul est l’ajout d’une racine d’un polynbme 
donne. Soit C comme ci-dessus un cas de niveau n, et soit P un polynbme de 
&CX,, . . . , X,+ 1]. On veut “ajouter une racine de P(crl, . , a,, X)“, c’est-a-dire im- 
poser a z,+ 1 la contrainte: 
P(a 1, ... ,%%+1) = 0. 
Si jamais P est unitaire de degre >O en X,, 1 il suffit d’appliquer a C la loi 
correspondante. Mais generalement P n’est pas unitaire en X,, i. On calcule done le 
degre de P, c’est une suite d’egalitb sur le cas C, elles peuvent provoquer des scindages 
de C mais pas changer le niveau. Soit rah: C + Ci un des raffinements du scindage 
obtenu apres ces tests. Dans Ci, on rend le polynbme m&(P) unitaire en X,, 1 en le 
divisant par son coefficient principal (qui est inversible dans Ci par construction du 
scindage) et on applique la loi correspondante. 
Par exemple, si n = 1, C = Q[XJ/(Xf - l), et P = (Xl - 1)X: + X,, le calcul du 
degrt scinde C en deux cas plus fins, Ci = Q[X,]/(X, - 1) et C2 = Q[XJ/(Xi + 1). 
On obtient rafi(P) = X2 et r&(P) = - 2X,2 + X,. Autrement dit, pour “ajouter une 
racine de P(q,X)“, on a construit les deux cas QIXl,X,]/(X, - 1,X2) et 
QIIXI,XJ/(XI + 13; -(1/2)X,). 
Remarque. La meme construction peut Etre faite A partir d’un corps dynamique K,,, 
par exemple K, = F. 11 y a alors plusieurs cas de niveau 0. Par exemple le cas: 
c = 2[1/12][x,,x,]/(x: - 1,x,’ - 1) 
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a parmi ses modeles tous les corps de la forme: 
M =L(ar = l,a* = 1, . ..) 
pour tous les corps L de caracteristique differente de 2 et de 3. 
7. Description du programme en Axiom 
Nous decrivons ici la version 0.6 (1994) de l’implantation en Axoim de la cloture 
algtbrique dynamique. Nous omettons les details trop techniques, pour lesquels on 
peut se reporter au programme lui-meme. Rappelons que cette section suppose Axiom 
connu (voir [8]). 
Fig. 2 montre la structure du logiciel: 
Ensembles 
Anneaux -> PolynGmes 
1 
Corps 
_-__---_ 
\ 
,_-___---_ ----__----__-------- 
Lois algebriques 
Corps alg. clos -4 ClGture alg=i 1 
I 
_-____--_____-//!!-Cl____________ 
Cas 
>T, ’ 
Tours 
Fig. 2. 
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Rappelons qu’il existe en Axiom trois types de “constructems”: les categories, les 
domaines et les paquetages. Sur ce schema, les categories sont dans la colonne de 
gauche (en italique). Le “controle” est un paquetage, tous les autres constructeurs ont 
des domaines. Les fleches en trait gras, dune categoric C vers un domaine D, signifient 
que D est un domaine de la catigorie C. La fleche de la categoric des “cas” vers le 
paquetage de “controle” “ signifie que le paquetage utilise la definition de la categoric. 
Les autres fleches indiquent la hierarchic (entre categories dans la colonne de gauche, 
entre domaines ailleurs). L’utilisateur a besoin de connaitre uniquement les deux 
domaines et le paquetage dont le nom est encadre (voir l’appendice). 
Le schema est forme de trois parties, separtes par des lignes pointilltes. Les parties 
du haut et du bas sont gtnerales a l’evaluation dynamique, alors que la partie centrale 
est specifique a la cloture algtbrique. Nous allons dtcrire d’abord la partie du haut, 
ensuite celle du bas, et enfin celle du centre. 
7.1. Ensembles dynamiques 
Nous avons implanti: trois categories: la categoric des ensembles dynamiques, 
celle des anneaux dynamiques, et celle des corps dynamiques. Cette implantation 
est tres simple, elle utilise les categories SetCategory, Ring et Field qui 
dtcrivent respectivement les ensembles, les anneaux et les corps en Axiom. En voici 
l’essentiel: 
DynamicSetCategory: Category = SetCategory with 
roughEqual? : ($ , $) -+ $ 
reduce: $ -+ $ 
DynamicRingCategory: Category = Join (DynamicSetCategory, Ring) 
DynamicFieldCategory: Category = Join (DynamicRUgCatego~, Field) 
Lop&ration roughEqual? est l’egalite gross&e, et reduce est la reduction. 
L’CgalitC: 
(C = 37. 
. ($9 49 -+ $ 
est obtenue par heritage de SetCategory. 
Nous aurons besoin de construire le corps dynamique dyn(K) a partir de tout 
corps K (voir la fin de la section 2 pour la definition de dyn(K)). C’est un domaine 
d’Axiom: 
DynamicBuilcWield (KO) : Exports = Implementation where 
KO: Field 
Exports = DynamicFieldCategory with 
coerce: $ + KO 
coerce: KO + $ 
if KO has Finite then Finite 
Implementation = KO add . . . 
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Par ailleurs, nous avons redefini une cattgorie et un domaine de polynomes en une 
variable a coefficients dans un anneau dynamique: 
DynamicUnivariatePolynomialCategory(R) : Category = Exports where 
R: DynamicRing 
Exports = Join (DynamicRingCategory, Algebra(R)) with 
degree: $ + NonNegativeInteger 
roughDegree: $ + NonNegativeInteger 
. . . 
DynamicUnivariatePolynomial(R) : Exports = Implementation where 
R: DynamicRingCategory 
Exports = DynamicUnivariatePolynomialCategory(R) 
Implementation = . . . 
Nous aurions pu utiliser les cattgories et domaines de la librairie Axiom pour 
manipuler les polyn6mes en une variable. En effet leurs coefficients doivent &tre dans 
un anneau, or par heritage tout anneau dynamique est un anneau. Mais nous utilisons 
ces polynomes constamment, aussi bien pour rep&enter les lois dynamiques que les 
elements de la cloture algtbrique dynamique. Nous avons done implant& une cattgo- 
rie et un domaine particulierement adapt&s a notre situation. En particulier, les 
egalites e partagent entre “vraies” tgalites ( = ) et tgalitts grossieres (roughEqual?). 
De plus, certaines operations utilisant des egalites ont dedoubltes, comme degree et 
roughDegree. Par exemple, si a verifie a2 - 1 = 0, le polynome (a - l)T + (a + 1) 
a pour degrt: 
1 sia=-1, 
0 sia=l 
et pour “degre grossier” 1. 
Un polynbme est reduit si chacun de ses coefficients est reduit. 
Lop&ration fondamentale pour nous sur ce domaine est gcd qui calcule le pgcd de 
deux polynomes, lorsque l’anneau dynamique de base est un corps dynamique. Cette 
operation utilise (entre autres) l’operation = sur le corps dynamique de base. Le calcul 
est fait par une methode de sous-resultants, qui permet de controler la pertinence des 
tests d’egalitt: Ctant don& deux polynomes, nous calculons la liste de leurs poly- 
names sous-resultants sans utiliser aucune tgalite, ensuite des egalites permettent d’en 
deduire leur pgcd. Ces calculs sont faits dans un paquetage annexe: 
D ynamicSubResultantsPackage(R, P): Exports = Implementation where 
R: DynamicRingCategory 
P: DynamicUnivariatePolynomialCategory(R) 
Exports = with 
subResultants: (P, P) + List(P) 
if R has DynamicFieldCategory then 
gcd: (P, P) -+ P 
Implementation = . . . 
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7.2. contrdle 
Le paquetage de controle contient la fonction allCases qui permet, etant donnes 
une fonctionf: D -+ I/ et un Clement x E D, de calculer une valeur dynamique def(x), 
lorsque le calcul fait intervenir un ensemble dynamique E. Dans une version ulterieure 
du logiciel, nous esperons que le controle sera g&C: de facon plus efficace. 
La fonction allCases a deux arguments: la fonction f et l’element x. Sa valeur, 
comme nous l’avons vu, est un I/-scindage de E, c’est done une liste de clauses 
dynamiques ur E et T/, chacune de ces clauses &ant formte d’un cas C de E et dun 
element u de I/. Nous dtfinissons done d’abord la categoric des cas, puis le paquetage 
de controle. La cattgorie des cas est essentiellement la suivante: 
DynamicCaseCategory: Category = SetCategory with 
current: ( ) -+ $ 
next: ( ) + List($) 
setcurrent: $ + Void 
setNext: List $ -*Void 
basic: () -+ $ 
refresh: ( ) -, Void 
Un domaine de cette categoric est n’importe quel ensemble muni dun element 
particulier, le “cas initial”, et dans lequel on privilegie un Clement appelele “cas courant” 
et une liste d’elements appeles les “cas suivants”. Le cas initial est une “vraie” constante, 
alors que le cas courant et la liste des cas suivants peuvent varier lors des calculs. Les 
“fonctions” (sans argument!) basic, current et next retournent respectivement la
valeur du cas initial, dus cas courant, et de la liste des cas suivants. Les fonctions 
setCurrent et setNext imposent une valeur particulibre (leur argument) au cas 
courant et a la liste des cas suivants. La fonction refresh impose au cas courant d’etre 
le cas initial et a la liste des cas suivants d’etre vide. Autrement dit, elle peut s’ecrire: 
refresh ( ) = 
setCurrent(basic) 
setNext( [ 1) 
Ces trois dernihes “fonctions” ont leur valeur dans Void: c’est la facon de dire, en 
Axiom, qu’elles n’ont aucune valeur inttressante. En fait leur inter&t reside dans leur 
action, par “effet de bord”, sur l’environnement de calcul. 
Le paquetage de contrble peut maintenant @tre dtcrit. C’est essentiellement: 
DynamicControLPackage(Cas, D 1, D2) : Exports = Implementation where 
Cas: DynamicCaseCategory 
D 1, DW: SetCategory 
C 12 * Record (inCase: Cas, vaJueIs: D2) 
Exports = with 
allcases: (Dl -+DW, Dl) --) List Cl2 
Implementation = . 
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Le principe de la fonction allCases est simple: Le calcul est toujours fait dans 
le cas courant, qui est raffine peu a peu par les scindages et par l’ajout de 
racines. Lors dun scindage, une des branches est choisie par le systbme pour 
fournir le nouveau cas courant, les autres branches sont emmagasinkes dans la 
liste des cas suivants. Lorsque le resultat est obtenu dans un cas, on reprend les 
calculs en imposant comme nouveau cas courant l’un des cas de la liste des cas 
suivants (il est alors BtC de la liste des cas suivants). Ainsi cette liste a 
une taille qui varie au tours du calcul, elle est vide au debut, et le calcul s’arrete 
lorsqu’elle redevient vide. On voit que la fonction allcases a besoin de recuperer 
la valeur du cas courant et des cas suivants, et de leur imposer une valeur. Elle utilise 
pour cela les fonctions current, next, setCurrent et setNext de 
DynamicCaseCategory. 
Par ailleurs, pour gkrer les ensembles dynamiques avec niveau, nous avons 
ajouttt un domaine de “tours”. Une tour est simplement un cas, lorsque l’ensemble 
dynamique consideri: est avec niveau. Nous avons vu (Section 5) qu’alors il 
suffit de connaitre les cas de niveau 0 et les lois pour connaitre tous les cas. Le 
domaine des tours a done pour parametre un domaine de lois, qui pour l’instant 
peut Ctre n’importe quel ensemble dynamique. Le domaine des tours fait partie de la 
categoric des cas dynamiques d&rite plus haut. De plus, on peut calculer le 
niveau d’une tour (fonction level), retrouver une loi de niveau don& dans une tour 
(fonction law), raffiner une telle loi (fonction refinelaw), ou encore ajouter une loi 
a une tour, pour construire une tour de niveau immediatement superieur (fonction 
addlaw). 
DynamicTower(Law) : Exports = Implementation where 
Law: DynamicSetCategory 
Exports = DynamicCaseCategory with 
level: $ + NonNegativeInteger 
law: ($, PositiveInteger) -+ Law 
refinelaw: ($, PositiveInteger, Law) + $ 
addLaw: ($, Law) + $ 
Implementation = 
mutcas: $:= basic() 
mutnext: List($) := [ ] 
On note, dans la partie Implementation de ce domaine, deux variables 
mutables (au sens d’Axiom). La variable mutcas emmagasine la valeur du cas 
courtant, et mutnext emmagasine la liste des cas suivants. Les variables mutables 
sont “globales” pour la partie Implementation du domaine, c’est-a-dire que 
les fonctions sur ce domaine peuvent les modifier, mais elles sont inaccessibles 
directement de l’exterieur: on ne peut les modifier que par l’appel dune fonction de ce 
domaine. 
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7.3. Cl&we algkbrique 
De man&e gCntrale, pour implanter un ensemble dynamique E, il faut implanter 
deux domaines: 
l un domaine correspondant aux modkles de E, 
l et un domaine correspondant aux cas de E. 
CommenCons par les cas. Puisque la cl6ture algkbrique d’un corps est un ensemble 
dynamique avec niveau, nous implantons d’abord un domaine de lois algkbriques. 
L’opkration la plus importante de ce domaine est split. Elle a pour arguments une loi 
1 de niveau IZ, correspondant i une contrainte P,,(Q, . . . , a,) = 0, et un polynome Q de 
K[X,, . . . ,X,,]. Elle retourne en general deux lois lr et 1,. La loi Ir caracterise les 
modeles pour lesquels l’egalite “Q(c(~, . . . , tx,) = 0” est fausse, et 1, caracterise ceux pour 
lesquels cette Cgalite est vraie. Bien stir il peut arriver que l’egalite soit toujours vraie 
ou toujours fausse. Dans le premier cas la loi If est remplacte par la chaine de 
caracteres “failed”, dans le second cas c’est 1, qui est remplacee par “failed”. Le 
calcul utilise essentillement l’operation gcd sur les polynomes en une variable a coeffi- 
cients dans un corps, appliquee aux polynomes P, et Q vus comme des polynomes en 
X, a coefficients dans la cloture algebrique. 
DynamioAIgebraicLaw (K) : Exports = Implementation where 
K: DynamicFieldCategory 
PoIy 5 DynamicUnivariatePoIynomial(K) 
Err =- Union(trueLaw: $, failed:String) 
Split 3 Record(flaw: Err, tlaw: Err) 
Exports = DynamicSetCategory with 
split: ($, Poly) --) split 
Implementation = . . . 
Le domaine des cas algebriques est alors, tout simplement, forme des tours de lois 
algtbriques: 
DynamicAIgebraicCase(K) : Exports = Implementation where 
K: DynamicFieldCategory 
Exports = DynamicCaseCategory 
Implementation = DynamicTower(DynamicAIgebraicLaw(K)) 
Passons maintenant aux modeles. Nous avons d’abord implante la categoric orres- 
pondant a la notion mathematique de corps algebriquement ~10s. Nous disons ici qu’un 
corps dynamique K est algkbriquement clos s’il existe une fonction rootOf associant 
a tout polynome P(X) de K [X] un Clement a de K qui vtrifie P(a) = 0. Si P est constant, 
le programme retoume un message d’erreur. En fait, la fonction rootOf a un second 
argument, c’est le symbole qu’Axiom utilise pour rep&enter l’element a dans les sorties: 
DynamicAlgebraicallyClosedFieldCategory: Category = Exports where 
Exports = DynamicFieldCategory with 
rootOf: (SparseUnivariatePolynomial($), Symbol) + $ 
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Ensuite vient la notion de clbture algkbrique d’un corps, qui est essentiellement un 
corps algkbriquement clos contenant le corps de base (il est inutile, et impossible, de 
traduire le fait que c’est “le plus petit”): 
DynamicAlgebraicClosureCategoxy(K0) : Category = Exports where 
KO: Field 
Exports = Join(DynamicAlgebraicClosedFieldCategory, Algebra(K0)) 
with . . . 
Et finalement le domaine implantant la clbture algkbrique d’un corps: 
DynamicAlgebraicClosure(K0) : Exports = Implementation where 
KO: Field 
Exports = DynamicAlgebraicClosureCategory(K0) 
Implementation = add 
DKO * Dyna,micBuildField(KO) 
Poly * DynamicUnivariatePolynomial($) 
CK 3 Record(lev: PositiveInteger, poly: Poly) 
Rep := Union(rat: DKO, alg: CK) 
La reprbentation des tkments de ce domaine est r&cursive. Rappelons qu’un Clkment 
x de la cl6ture algtbrique X de X0 est, par dkfinition, une paire (C, c) formCe d’un cas 
C de K et d’un Cltment c de C. Le cas C est une tour de lois algkbriques (jl, . . . , lvtcj), et 
ses termes sont les polynBmes de &[X,, . . . ,X,,,,,]. Soit Q un polynbme de 
&CX,, ... , Xvc,-,] tel que t,-(Q) = c, son niveau est un entier n entre 0 et v(C), que nous 
appelons le niueau de x. Si n = 0 alors Q est un itltment de K,, et x est reprtsentk par Q, 
ou plutbt par l’image de Q dans dyn(&). Sinon, notons C,_ 1 le cas (II, . . , l,_ 1), et 
considtrons le polyn6me Q comme un polynbme en X,, g coefficients dans 
KOCX,, ... ,X,_ 1]. En appliquant z~,_~ aux coefficients de Q nous obtenons un 
polyname Q” de K[X,], dont tous les coefficients sont de niveau < n, et que nous 
appelons le polynbme reprksentant de x. L’ClCment x est alors reprksentk par la paire 
(n, Q”), form&e d’un entier > 0 et d’un polynbme en une variable sur K. 
Ainisi les opkrations de corps sur K peuvent &tre implant&es de faGon r&cursive, en 
utilisant les opkrations sur K[X]. Toutes les opkrations sont relatives au cas courant, 
qui est plus fin que chacun des cas des arguments. En effet, si x = (C, c) est un de ces 
arguments, alors C ktait le cas courant lors de l’affectation de x, mais depuis cette 
affectation le cas courant a pu &tre raffint. Notons raf: C + C’ le raffinement de C vers 
le cas courant C’, et raf(x) = (C’, ruf(c)). 
La rkduction d’un 61Cment x de K calcule le plus petit entier nature1 nqui puisse i%re 
un niveau de ruf (x), et, si n > 0, le polyn6me 0 rkduit de degri: minimal tel que (n, 0) 
soit une reprksentation de raf(x). Remarquons que la rttduction des polyn6mes utilise 
la rk.duction des coefficients, qui sont eux-m&mes de kltments de K, mais de niveau 
plus faible. 
Considkons une opkration tr& simple comme l’addition. Etnat donnts deux 
Clkments x1 et x2 de K, comment calculer x1 + x2? Si tous deux sont de niveau 0, on 
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appelle l’addition de Ko. Sinon, soit ni le niveau de xi et oi son polynbme reprQentant 
(si jamais l’un des deux ni est 0, on note oi le polynbme constant &gal g Xi). Alors 
x1 + x2 a pour niveau max(nl, n2) et pour polyn6me reprksentant: x1 + & si n1 < n2, 
Q1 + x2 si nl > n2, et Q”l + e2 si n 1 = n,. Ici encore l’addition des polynBmes utilise 
rCcursivement l’addition des coefficients. Par contre le cas courant C’ n’intervient pas 
dans ce calcul. 11 interviendrait si l’on souhaitait systtmatiquement r duire le rtsultat 
obtenu. 
ConsidCrons maintenant l’opiration d’CgalitC. Pour tester 1’6galitC de deux t%ments 
de K, on forme leur diffkrence x et on teste la nullitk de x. Si x est de niveau 0 on 
appelle 1’CgalitC de K,,. Sinon, soit n le niveau de x et 0 son polynbme reprisentant. 
On applique la fonction split de DynamicAIgebraicLaw ti la loi IA de niveau n 
dans le cas courant C’ = (I;, . . . , l&,.,), et au polyn6me 0. PlacCons-nous dans la 
situation gbntrale, oti le rbultat est form& de deux lois 1; et I;. Notons 
c; = (1;, 1’ 1’ 1” 1” ... 2 n-1, fr nt1, ... 9 u(C ) , ) le cas obtenu en prolongeant (voir la Section 5) le 
raffinement ((1;, . . . , IL_ 1, IA) -+ (l;, . , . , I; _ 1, I;) au cas C’, et de m&me pour Ci. Le cas 
courant devient alors C;, alors que C; est ajoutC d la liste des cas suivants. La rtponse 
retournCe est faux, ce qui signifie que l’on traite d’abord le cas oti la rCponse est 
“faux”, la fonction aIICa+ses e chargeant de traiter plus tard le cas oti la rkponse est 
“vrai” (il s’agit 18 d’un choix arbitraire, on aurait pu tout aussi bien traiter d’abord le 
cas “vrai”). 
En r&sum&, les optrations principales sont: 
l allcases dans DynamicControIPackage, 
l rootOf et = dans DynamicAIgebraicClosure, 
l split dans DynamicAIgebraicLaw, 
l gcd dans DynamicUnivariatePoIynomial. 
Les opttrations rootOf et gcd utilisent = , qui utilise split, qui lui-mi?me utilise 
gtd. Les deux opCtrations rootOf et = peuvent modifier le cas courant et les cas 
suivants. 
Les avantages d’Axiom, du point de vue de cette implantation, rCsident essentielle- 
ment dans sa gbntricitC et dans son typage: Nous avons implanti: la cl8ture algkbrique 
d’un corps quelconque avec g peine plus de code que pour implanter la cl6ture 
algkbrique de Q. Par ailleurs, en dCclarant simplement que cette clBture algCbrique st 
un corps, nous avons acds d de nombreuses constructions dt?ja implant&s en Axiom 
i partir d’un corps quelconque, ou d’un anneau quelconque, etc. De plus, une grande 
partie des constructeurs implant& pour la clBture algCbrique peut servir (et a dbjti 
servi) ti l’implantation d’autres ensembles dynamiques. 
Le caractbre dynamique de notre programme apparait essentiellement g deux 
endroits: Dans le paquetage DynamicControIPackage, et dans l’utilisation de 
variables mutables dans le domaine DynamicTower. Dans les deux cas, la solution 
adopt&e n’est pas optimale: la fonction a,IICases fait des calculs redondants, et les 
variables mutables sont assez dClicates & manipuler, Cependant, nous obtenons avec 
tr&s peu de code une implantation de 1’Cvaluation dynamique dont l’emploi est t&s 
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facile et tr& “naturel” (voir l’appendice). Dans la mesure 06 Axiom n’ttait absolument 
pas conCu pour ce type d’applications, l’exptrience est tout-$-fait satisfaisante. 
Conclusion 
Nous avons tent& dans ce papier de dkcrire l’kvaluation algCbrique sans utiliser la 
thkorie des esquisses. Bien que cela impose des dkfinitions compliquCes et souvent 
approximatives, nous espCrons donner ainsi un apercCu de cette mCthode. Le lecteur 
pourra se reporter i [S] pour des dkfinitions exactes et plus simples, mais plus 
techniques. 
Nous avons aussi dCtcrit une application de 1’Cvaluation dynamique: la cl6ture 
algbbrique d’un corps, ainsi que son implantation en Axiom, en essayant de mettre en 
valeur l’apport fourni par le typage et la gCnCricitb d’Axiom. 
Appendix: Mode d’emploi du programme 
Pour utiliser ce programme, il faut essentiellement connaitre les deux 
fonctions rootOf et allcases, done pour la premikre le domaine 
DynamicAlgebraicClosure, et le paquetage DynamicControlPackage pour la 
seconde. On a aussi besoin de connaitre le domaine DynamicAlgebraicCase, car il 
sert d’argument au paquetage de contr6le. 
Soit KO le corps de base, par exemple le corps des rationnels Fraction(Integer). 
On Ccrit un programme utilisant le domaine: 
K : = DynamicAlgebraicClosure (KO) 
et tous les domaines d’Axiom que l’on d&sire, sans se prtoccuper d’kvaluation 
dynamique, des difftrents cas qui peuvent apparaitre, etc. Puisque K est un corps, au 
sens d’Axiom, on peut l’utiliser comme argument pour tous les constructeurs d’Axiom 
qui r&lament un corps (ou une structure plus pauvre). Par exemple, on peut con- 
struire le domaine Matrix(K). 
On doit considCrer que K est un corps muni d’une opkration rootOf, mais on n’a 
pas, dans cette partie du travail, g se prkoccuper d’kvaluation dynamique. 
C’est seulement lorsque le programme st Ctcrit, sous forme d’une fonctionf: D -+ V', 
que l’tvaluation dynamique doit 6tre prise en compte. Et ceci d’une manihe tr2s 
simple: si d dtsigne un objet d’Axiom de type D, au lieu d’appeler f(d), on appelle: 
allCases(f, d)$ DynamicControl.Package(DynamicAlgebraicCase(K), D, V) 
on obtient alors la valeur de f(d) dans tous les cas possibles. 
Voici un exemple d’utilisation. Aprb avoir chargC les constructeurs n&cessaires au 
calcul dans la cl6ture algkbrique dynamique, faisons lire B Axiom le fichier ci-dessous: 
RN := Fraction(Integer) 
CL : = DynaznicAlgebraicClosure (RN) 
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CA := DynsmicAlgebraicCase(CL) 
CT := DynamicControlPackage(CA, Symbol, NonNegativeInteger) 
P := UnivariatePolynomial(X, CL) 
M := Matrix(CL) 
dynamicRank(s: Symbol) : NonNegativeInteger = 
P:P:=X**4-3*x**z + 2 
a : CL := rootOf(p, s)$CL 
m:M:=[[l,a],[a,l]] 
rank(m) 
a.llCases(dynsmicRank, a)$CT 
Now obtenons la rkponse suivante: 
[value is 1 in case a2 - 1 = 0, value is 2 in case a2 - 2 = 0] 
ce qui signifie que, si a dtsigne une racine quelconque dti polyunhme X4 - 3X2 + 2, 
alors le rang de la matrice (A y) est: 
1 sia’-l=O, 
2 sia2-1 #O. 
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